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摘　要：Aravkin 等人提出了求解非光滑优化问题 min
x ∈ Rd

f ( )x + h ( )x 的非光滑信赖域算法（采用 f 的精确梯度），其中 f 是连续可微函数，

h 是邻近有界且下半连续的真函数。文章研究当该问题中 f: = 1
n ∑

i = 1

n

fi（n 很大且每个分量函数 fi 是连续可微）时，求解这类大规模可分离非光滑

优化问题的有效算法。结合非精确算法和非光滑信赖域算法的思想，提出了用非精确梯度代替精确梯度的非精确非光滑信赖域算法。与非

光滑信赖域算法（采用精确梯度）相比，该算法降低了每次迭代的计算量。在一定的假设条件下，证明了算法的迭代复杂度。
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考虑欧氏空间 Rd 上的非光滑优化问题

min
x ∈ Rd

f ( )x + h ( )x （1）
其中 f: Rd → R 是连续可微，h: Rd → R ⋃ { }+∞ 是下半连续真函数。文献［1-2］称问题（1）为一种复合优化问

题，这类问题在机器学习和统计学中有广泛应用，例如组稀疏优化 GLASSO［3］、ℓ1-逻辑回归［4］、BPDN 问题［5］

等。特别地，问题（1）中 h: = 0 和 f: = 0 分别对应光滑和非光滑优化问题。关于光滑优化问题的研究有丰

富的研究成果，其中优化数值算法可参见文献［6-8］。对于非光滑优化问题（f: = 0），Dennis 等人［9］在 h 为

Lipschitz 连续函数的条件下提出了求解问题（1）的信赖域算法，并研究了算法的收敛性。后来，Qi 等人［10］基

于 Dennis 等人的研究，在 h 为局部 Lipschitz 连续函数且有有界水平集条件下，证明了信赖域算法的收敛性。

对于问题（1）的一般情形（h ≠ 0 且 f ≠ 0），在假设 f 和 h 是凸函数的条件下，Kim 等人［11］提出了非光滑信

赖域算法，并证明了算法的迭代复杂度为 O ( )ε-1（0 < ε < 1）. Catis 等人［12］考虑了 f 非凸，h: = g (c ( x ) ) 的情形，

其中 g 是局部 Lipschitz 连续凸函数，c 是连续可微可能非凸的函数。他们提出了求解该非光滑优化问题的信

赖域算法及一种二次正则化变体，并建立了算法的收敛性。Lee 等人［2］讨论了在 f 和 h 均为凸函数的情形，采

用精确 Hessian 和非精确 Hessian 邻近牛顿法的全局及局部收敛性。Bolte 等人［13］讨论了求解一类形如

Q ( )x,y + g ( )x + h ( )y 的非凸非光滑最优化问题的邻近交替算法（其核心思想是采用了非凸函数的邻近映

射，详见定义 2），其中 g 和 h 是下半连续真函数，Q 连续可微，并且基于 Kurdyka-Lojasiewicz 假设条件［14-15］（简

称 K-L 条件）对算法的收敛性进行深入分析。

求解问题（1）的另一类常用算法是邻近梯度法。当目标函数是凸函数时，文献［16-22］分别提出并研究

了邻近梯度算法、单调邻近梯度算法及加速邻近梯度算法。后来 Li 等人［23］提出了求解非凸情形下单调及非
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单调的加速邻近梯度法，并证明了满足 K-L 条件时单调邻近梯度算法次线性收敛。当问题是病态的，为了

使目标函数值不增加，单调算法的步长可能变短甚至呈锯齿状，从而收敛缓慢。相较于单调算法，非单调算

法在使用线搜索时可以采用更大的步长，计算量更少且进一步加快收敛速度。此外，Themelis 等人［24］提出了

一种非单调线搜索邻近拟牛顿法，并在满足 K-L 条件时分析了该算法的收敛性。

文献［25］结合信赖域算法和邻近梯度算法的思想提出了求解问题（1）的非光滑信赖域算法，在一定条

件下证明了非光滑信赖域算法的迭代复杂度为 ( )ε-2 . 以上算法都是求解问题（1）的有效算法，然而它们都没

有考虑问题（1）中 f 的可分离性。受文献［25］启发，文章考虑以下大规模可分离非光滑优化问题

min
x ∈ Rd

f ( )x + h ( )x = 1
n ∑

i = 1

n

fi ( )x + h ( )x （2）
其中 f = 1

n ∑
i = 1

n

fi，每个分量函数 fi:Rd → R 是连续可微的，h:Rd → R ⋃ { }+∞ 是下半连续真函数。当问题的规模

很大时（即 n ≫ 1），每次迭代要求出每个分量函数 fi（i = 1, 2, ⋯, n）的梯度，导致计算成本太高。因此，文章

考虑用非精确梯度代替函数 f 的全梯度，提出求解问题（2）的非精确非光滑信赖域算法，希望在减少计算量

的同时使得算法仍然具有良好的收敛性质。在一定条件下，证明了算法的迭代复杂度为 O ( )ε-1 .
1 预备知识

首先介绍文章使用的符号以及运用的基本概念和结论［6，13，25，26］。

用 R 表示实数集合，N 表示自然数集合，并记 R̄ = R ⋃ { }+∞ . 分别用 ⋅ 和 ⋅,⋅ 表示欧氏空间 Rd 上的 ℓ2 范

数和内积。设 Δ > 0，B ( )0, Δ（简记为 ΔB）是以 0 点为中心，Δ 为半径的一个球，定义如下

ΔB = B ( )0, Δ : = { x ∈ Rd: x ≤ Δ }
记 B = B ( )0,1 . 设 A ⊆ Rd 为非空子集，x ∈ Rd，x 到 A 的欧氏距离 dist ( )x ; A 定义如下

dist ( )x ; A : = inf
a ∈ A

 a - x

用 χ ( )⋅ ; A 表示集合 A 的示性函数［14］，即

χ ( )x ; A : = ì
í
î

0,  x ∈ A
+∞, x ∉ A

特别地，球 ΔB 的示性函数记为 χ ( )⋅ ; Δ . 函数 f:Rd → R̄ 的定义域为

dom f : = { x ∈ Rd|f ( x ) < +∞ }
若对所有的 x 有 f ( )x > -∞ 且至少存在一个 x 使得 f ( )x < +∞，则称 f 为真函数。设 f 为真函数，如果对任意 x，

y ∈ domf，0 ≤ λ ≤ 1 有

f ( )λx + ( )1 - λ y ≤ λf ( )x + ( )1 - λ f ( )y

则称 f 为凸函数。如果存在常数 c > 0，使得对任意 x，y ∈ domf，0 ≤ λ ≤ 1 有

f ( )λx + ( )1 - λ y ≤ λf ( )x + ( )1 - λ f ( )y - 1
2 cλ( )1 - λ  x - y

2

则称 f 为常数，为 c 的强凸函数。设 x̄ ∈ Rd，若在点 x̄ 处有 lim inf
x → x̄

f ( )x = f ( )x̄（也就是对每个 ε > 0 均存在 x̄ 的

开邻域 U ( )x̄ ，使得对于任意 x ∈ U 有 f ( )x > f ( )x̄ - ε），则称 f 是下半连续的。设 α ∈ R，函数 f 的 α -水平集定

义如下

Lα( )h : = { }x ∈ Rd| f ( )x ≤ α

若函数 f 的所有水平集均有界，则称 f 是水平有界的。若 f 是下半连续真函数且水平有界，则 arg min
x ∈ Rd

f ( x ) 是

非空紧集。若函数 f 在点 x 处可微，下文用 ∇f ( x ) 表示 f 在点 x 的梯度。

定义 1（次梯度和次微分）　设 ϕ:Rd → R̄，x̄ ∈ Rd，x̄ ∈ domϕ，对任意 v ∈ Rd
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（1）如果满足 lim inf
x → x̄,x ≠ x̄

ϕ ( )x - ϕ ( )x̄ - vT( )x - x̄
 x - x̄

≥ 0，则称 v 是 ϕ 在点 x̄ 处的一个正则次梯度，∂̂ϕ ( )x̄ 是 ϕ 在

点 x̄ 处所有正则次梯度集合（即 v ∈ ∂̂ϕ ( )x̄ ），称为 Fréchet 次微分；

（2）如果存在序列{ }xk 和{ }vk 使得 xk → x̄，ϕ ( )xk → ϕ ( )x̄ ，vk ∈ ∂̂ϕ ( )xk 且 vk → v，则称 v 是 ϕ 在点 x̄ 处的一

个一般次梯度，∂ϕ ( )x̄ 是 ϕ 在点 x̄ 处所有一般次梯度集合（即 v ∈ ∂ϕ ( )x̄ ），称为极限次微分。

若 ϕ 为凸函数，则 Fréchet 次微分和极限次微分与凸分析中的次微分一致。若 ϕ 在点 x̄ 处可微，则

∂̂ϕ ( )x̄ = { }∇ϕ ( )x̄ ；若 ϕ 在点 x̄ 处连续可微，则 ∂ϕ ( )x̄ = { }∇ϕ ( )x̄ ［26］. 此外，当 ∂̂ϕ ( )x̄ 为闭凸集且 ∂ϕ ( )x̄ 为闭集

时，有 ∂̂ϕ ( )x̄ ⊂ ∂ϕ ( )x̄ ［26］.
下文中通常不使用精确的次梯度定义，而是使用以下性质。

命题 1［26］　设 ϕ:Rd → R 是真函数，且有局部最优解 x̄，则 0 ∈ ∂̂ϕ ( )x̄ ⊆ ∂ϕ ( )x̄ . 若 ϕ 为凸函数，则局部

最 优 解 也 为 全 局 最 优 解 。 若 ϕ = f + h，其 中 f 在 x̄ 的 一 个 邻 域 U ( )x̄ 上 连 续 可 微 且 h ( )x̄ 为 有 限 值 ，则

∂ϕ ( )x̄ = ∇f ( )x̄ + ∂h ( )x̄ .
定义 2（Moreau 包络和邻近算子） 设 x ∈ Rd，h:Rd → R̄ 是下半连续真函数，参数 ν > 0，函数 h 的 Moreau

包络 eν h 和邻近算子 pν h 定义如下

eν h ( )x : = inf
ω

1
2ν

 ω - x 2 + h ( )ω = ν-1 inf
ω ( )1

2  ω - x 2 + νh ( )ω

pν h ( )x : = arg min
ω

1
2ν

 ω - x 2 + h ( )ω = arg min
ω

1
2  ω - x 2 + νh ( )ω

在一定的假设下，若 pν h ( )x 是强凸函数，则它是单集。通常情况下，集合 pν h 可能非空或者含有多个元

素。若 h 是下半连续真函数，以下定义给出了当 h 的 Moreau 包络 eν h 为有限值时参数 ν 的取值范围。

定义 3（邻近有界）　设 h: Rd → R̄ 是下半连续真函数。若存在参数 ν > 0，至少有一个 x ∈ Rd 使得

eν h ( )x > -∞，则称函数 h 是邻近有界的，并且将所有满足以上条件的参数 ν > 0 的上确界 νh 称为函数 h 的邻

近有界阈值。

进一步地，若 h 是水平有界的，则 inf h 是有限值。因此，对于所有的 x ∈ Rd 和 ν > 0 有 eν h ( )x > -∞，即函

数 h 是邻近有界的。

命题 2［26］　设 h:Rd → R̄ 是下半连续真函数，h 是邻近有界的且具有邻近有界阈值 νh > 0. 对任意 x ∈ Rd

和任意 ν ∈ ( )0,νh 满足以下性质：

（1）pν h ( )x 是非空紧集；

（2）eν h ( )x 在( )ν,x 上连续，即随着 ν 单调减小趋于 0 时 eν h ( )x 单调增加趋于 h ( )x . 
下节中的非光滑非精确信赖域算法需要用到邻近梯度算法［16，17，26］，下面回顾该算法及其性质。

考虑一般非光滑优化问题

min
s

φ ( )s + ψ ( )s （3）
其中 φ:Rd → R 是连续可微函数，ψ:Rd → R̄ 是下半连续邻近有界真函数。邻近梯度法的具体迭代形式如下：

给定初始迭代点 s0 ∈ domψ，对任意 j ∈ N 有

sj + 1 ∈ pν ψ ( )sj - ν∇φ ( )sj : = arg min
ω

1
2ν  ω - sj + ν∇φ ( )sj

2 + ψ ( )ω （4）
其中 ν > 0 为步长，∇φ ( )sj 是函数 φ 在点 sj 处的梯度。该算法产生的迭代点列式（4）的一阶最优性条件如下

0 ∈ sj + 1 - sj + ν∇φ ( )sj + ν∂ψ ( )sj + 1 （5）
其中 ∂ ψ ( )sj + 1 是函数 ψ 在点 sj + 1 处的 Fréchet 次微分。

以下命题表明由邻近梯度法产生的点列{ }sj 使得{ }( )φ + ψ ( )sj 是单调下降序列。
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命题 3［13］　设 φ:Rd → R 连续可微，∇φ 为 L -Lipschitz 连续函数，ψ:Rd → R̄ 是邻近有界下半连续真函数。

又设邻近梯度法的步长 0 < ν < 1 L，给定初始点 s0 ∈ domψ，则迭代点列式（4）满足

( )φ + ψ ( )sj + 1 ≤ ( )φ + ψ ( )sj - 1
2 ( )ν-1 - L  sj + 1 - sj

2, j ∈ N （6）
当 ψ = 0 时，式（3）为光滑优化问题，可得 s1 = -ν∇φ ( )s0 ，则式（6）变为

φ ( )s1 ≤ φ ( )s0 - 1
2 ( )ν-1 - L  s1 - s0

2

2 非精确梯度非光滑信赖域算法及其收敛性分析

文献［25］提出了非光滑优化问题的信赖域算法（未考虑问题的可分离性）。受文献［25］启发，文章考虑

大规模可分离非光滑优化问题（2）
min
x ∈ Rd

f ( )x + h ( )x = 1
n ∑

i = 1

n

fi( )x + h ( )x

其中 f = 1
n ∑

i = 1

n

fi，每个分量函数 fi:Rd → R 连续可微，n ≫ 1（n 很大），h:Rd → R̄ 是邻近有界下半连续真函数。

为求解该问题，提出了非精确梯度非光滑信赖域算法（即算法 1），该算法在每次迭代的子问题中，用函数 φ

和 ψ 分别近似函数 f 和 h. 具体地，设 xk ∈ Rd (k ∈ N )，求解第 k 次迭代子问题

min
s ∈ Rd, s ≤ Δk

mk( )s, xk : = φ ( )s, xk + ψ ( )s, xk + χ ( )s, Δk ≈ f ( )xk + s + h ( )xk + s （7）
其中 Δk > 0 为信赖域半径。本研究总做以下假设：

假设 1（函数假设）　对任意 x ∈ Rd，

（1）φ ( )⋅, x 是连续可微函数，满足 φ ( )0, x = f ( )x ，∇ s φ ( )0, x ≈ ∇f ( )x 且 ∇ s φ ( )0, x 是 Lipschitz 连续的，并且

其 Lipschitz 常数 L > 0；

（2）ψ ( )⋅, x 是下半连续真函数，ψ ( )0, x = h ( )x 且 ∂ψ ( )0, x = ∂h ( )x .
注 1 文献［25］中算法总假设 ∇ s φ ( )0, x = ∇f ( )x . 考虑到函数 f 的可分离性，为减少算法的计算量，用 f 的

近似梯度代替全梯度，即 ∇ s φ ( )0, x ≈ ∇f ( )x（与文献［25］中算法的不同之处）。

下面先分析子问题的一些性质。设 x ∈ Rd，Δ > 0. 一般地，和文献［25］类似，记

p ( )Δ, x : = min
s

φ ( )s, x + ψ ( )s, x + χ ( )s, Δ （8-a）
P ( )Δ, x : = arg min

s
φ ( )s, x + ψ ( )s, x + χ ( )s, Δ （8-b）

命题 4［25］　令 p ( )0, x : = φ ( )⋅, x + ψ ( )⋅, x ，P ( )0, x : = { }0 ，则 p ( )⋅, x 和 P ( )⋅, x 的定义域为{ }Δ | Δ ≥ 0 ，且有

（1）对每个 Δ ≥ 0，p ( )⋅, x 是下半连续真函数，P ( )⋅, x 是非空紧集；

（2）若 φ ( )⋅, x + ψ ( )⋅, x 是严格凸函数，则 P ( )Δ, x 是单点集。

特别地，先考虑 φ ( )⋅, x = φν( )⋅, x 为二次函数的情形，对任意 s ∈ Rd 定义 φν( )⋅, x 如下

φν( )s, x = f ( )x + g ( )x T s + 1
2ν

 s 2 = 1
2ν  s + νg ( )x

2 + f ( )x - 1
2 ν g ( )x

2
（9）

其中 ν > 0 是正则化参数，g ( )x 是 ∇f ( )x 的近似，即 g ( )x ≈ ∇f ( )x . 记
p ( )Δ, x, ν : = eν( )ψ ( )⋅, x + χ ( )⋅, Δ ( )-νg ( )x + f ( )x - 1

2 ν g ( )x
2

                                                = min
s

f ( )x + g ( )x T s + 1
2ν

 s 2 + ψ ( )s, x + χ ( )s, Δ （10-a）
     P ( )Δ, x, ν : = pν( )ψ ( )⋅, x + χ ( )⋅, Δ ( )-νg ( )x = arg min

s
f ( )x + g ( )x T s + 1

2ν
 s 2 + ψ ( )s, x + χ ( )s, Δ （10-b）

其 中 p ( )Δ, x, ν 和 eν( )ψ ( )⋅, x + χ ( )⋅, Δ ( )-νg ( )x 只 相 差 一 个 常 数 。 特 别 地 ，当 式（10-a）及（10-b）中 的

g ( )x = ∇f ( )x 时，把 p ( )Δ, x, ν 和 P ( )Δ, x, ν 分别记为 p̄ ( )Δ, x, ν 和 P̄ ( )Δ, x, ν . 进一步，记
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ξ ( )Δ, x, ν : = f ( )x + h ( )x - p ( )Δ, x, ν （11-a）
由 p ( )Δ, x, ν 的定义，p ( )Δ, x, ν ≤ φ ( )0, x + ψ ( )0, x + χ ( )0, Δ = f ( )x + h ( )x ，故 ξ ( )Δ, x, ν ≥ 0. 特别地，当

g ( )x = ∇f ( )x 时，记

ξ̄ ( )Δ, x, ν : = f ( )x + h ( )x - p̄ ( )Δ, x, ν （11-b）
下面给出求解式（2）的非精确梯度非光滑信赖域算法，并结合以上理论对其收敛性进行分析。

算法 1 欧氏空间上的非精确梯度非光滑信赖域算法。

步骤 1 输入初始点 x0 ∈ domh，初始半径 Δ0 > 0，其他参数 Δmin > 0，0 < η1 ≤ η2 < 1，0 < γ1 ≤ γ2 < 1 <
γ3 ≤ γ4，α > 0，β ≥ 1，ε > 0，置 k = 0；

步骤 2 取 νk ∈ (0, 1
L + α-1 Δ-1

k

]，选择子问题 mk( )s, xk : = φ ( )s, xk + ψ ( )s, xk 满足假设 1；

步骤 3 若 ξ ( )Δk, xk, νk < ε，停止并输出 xk；

步骤 4 近似求解式（7）得 sk 满足 sk ≤ min ( )Δk, β  sk,1 ，其中 sk,1 是式（7）中 φ ( )⋅, x = φνk( )⋅, x 的解；

步骤 5 计算 ρk: = f ( )xk + h ( )xk - ( )f ( )xk + sk + h ( )xk + sk

mk( )0, xk - mk( )s, xk

；

步骤 6 令 xk + 1 = ì
í
î

ïï
ïï

xk + sk 如果    ρk ≥ η1
xk 否则        

步骤 7 令 Δk+1 ∈
ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

[ ]γ3 Δk, γ4 Δk ,         如果    ρk ≥ η2 (非常成功迭代)
[ ]γ2 Δk, Δk ,             如果    η1 ≤ ρk < η2 (一般成功迭代)
[ ]γ1 Δk, γ2 Δk ,        如果    ρk < η1 (失败迭代)

步骤 8 令 k = k + 1，转步骤 3.
引理1　对任意k ∈ N，有( )φ + ψ ( )sk,1,xk ≤ ( )f + h ( )xk - 1

2 ( )ν-1 - L ( )xk  sk,1
2
，其中 L ( )xk > 0为 ∇ s φ ( )0, xk

的 Lipschitz 常数。

证明　设 k ∈ N，由定义有 sk,1 ∈ arg min
s

f ( )xk + g ( )xk

T
s + 1

2ν
 s 2 + ψ ( )s, xk + χ ( )s, Δk .

设 s0 = 0，则由式（6）得

( )φ + ψ ( )sk,1, xk ≤ ( )φ + ψ ( )s0, xk - 1
2 ( )ν-1 - L ( )xk  sk,1 - s0

2 = ( )f + h ( )xk - 1
2 ( )ν-1 - L ( )xk  sk,1

2

其中等号由假设 1 得到。

为保证算法 1 的收敛性，还需要以下假设。

假设 2　存在常数 km > 0，kmdc ∈ ( )0,1 ，使得对任意 k ∈ N 有

|| f ( )xk + sk + h ( )xk + sk - mk( )sk, xk ≤ km sk

2
（12-a）

mk( )0, xk - mk( )sk, xk ≥ kmdc ξ ( )Δk, xk, νk （12-b）
注 2 （1） 当函数 f 和 φ 二阶可导，且二阶导数均有界，即存在 M > 0 使得

 ∇2 f ( )x ≤ M,  ∇2 φ (0, x ) ≤ M, ∀x ∈ Rd （13）
同时取 ψ ( )⋅, xk = h ( )xk + ⋅ ，且存在常数 C > 0 使

 ∇f ( )xk - g ( )xk ≤ C sk （14）
则不等式（12-a）成立。事实上，由 ψ ( )s, xk = h ( )xk + s 和 mk 的定义有

|| f ( xk + sk ) + h ( xk + sk ) - mk( )sk, xk = || f ( xk + sk ) - φ ( )sk, xk

又由微分中值定理，存在 x̄k, x͂k 使得
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f ( xk + sk ) = f ( )xk + ∇f ( )xk

T
sk + 1

2 sk
T∇2 f ( )x̄k sk

φ ( sk, xk ) = φ (0, xk ) + ∇φ (0, xk )T sk + 1
2 sk

T∇2 φ (0, x͂k )sk

由上面两个等式得

|| f ( )xk + sk + h ( )xk + sk - mk( )sk,xk = || f ( xk + sk ) - φ ( )sk, xk

≤  ∇f ( )xk - g ( )xk  sk + M  sk

2 ≤ ( )C + M  sk

2

其中第一个不等式由式（13）及假设 1 中（1）得到，第二个不等式由式（14）得到。故不等式（12-a）成立，其中

km = C + M.
（2）当精确求解子问题式（7）时，不等式（12-b）自然成立，其中 kmdc = 1.
以下引理表明，在一定假设条件下 sk 有正的下界。这样，当 ∇f ( )xk - g ( )xk ≤ Cε

Mk
时，式（14）成立。

引理 2　设 φ ( )sk, xk 如式（9）中所定义，ψ ( )sk, xk = h ( )xk + sk ，Mk > 0 为 g ( )xk 和 ∂h ( )xk 在信赖域 ΔkB
上的界，则当 ξ ( )Δk, xk, νk ≥ ε 时，有 sk ≥ ε

Mk
.

证明　由 ξ 和 p 的定义及 ξ ( )Δk, xk, νk ≥ ε，得

ξ ( )Δk, xk, νk = f ( )xk + h ( )xk - p ( )Δk, xk, νk = -g ( )xk

T
sk - 1

2νk
 sk

2 + h ( )xk - h ( )xk + sk ≥ ε

当 h ( )xk - h ( )xk + sk ≥ ε 时，由微分中值定理，存在 x̄k ∈ ( )xk, xk + sk ，使 h ( )xk - h ( )xk + sk = ζT
k sk，其中

ζk ∈ ∂h ( )x̄k ，则有

ε ≤ h ( )xk - h ( )xk + sk ≤  ζk  sk ≤ Mk sk ⇒  sk ≥ ε
Mk

当 -g ( )xk

T
sk - 1

2νk
 sk

2 ≥ ε 时，可得
1

2νk
 sk

2 -  g ( )xk  sk + ε ≤ 0，把这个不等式看作一个关于 sk

的一元二次方程并求解，则有

 g ( )xk -  g ( )xk

2 - 2ε (νk )-1

(νk )-1 ≤  sk ≤  g ( )xk +  g ( )xk

2 - 2ε (νk )-1

(νk )-1

故有  sk ≥ νk

é

ë
êêêê

ù

û
úúúú g ( )xk -  g ( )xk

2 - 2ε (νk )-1 ≥ 2ε

 g ( )xk +  g ( )xk

2 - 2ε (νk )-1
≥ ε

Mk

下面分析算法的收敛性，为此记常数

Δsucc: = kmdc( )1 - η2
2km αβ2 > 0 及 Δmin = min { Δ0,γ1 Δsucc } > 0

其中 km > 0，kmdc ∈ ( )0,1 为假设 2 中的参数，α > 0，β ≥ 1，η2 ∈ ( )0,1 为算法 1 的步骤 1 中给定的参数。

引理 3　设算法 1 第 k 次迭代的信赖域半径为 Δk，则以下结论成立：

（1）如果 Δk ≤ Δsucc，则第 k 次迭代非常成功，从而要么 ξ ( )Δk + 1, xk, νk < ε，算法在 k + 1 次次迭代停止，要

么有 Δk + 1 > Δk；

（2）Δk ≥ Δmin，从而 ξ ( )Δk, xk, νk ≥ ξ ( )Δmin, xk, νk .
证明　引理 3 中讨论（1）的证明同文献［25］。结论（2）由结论（1）算法的定义以及 ξ 的定义得到。

注意文献［25］表明，对任意 Δ > 0, ν > 0，有 ξ̄ ( )Δ, x, ν = 0 ⇔ 0 ∈ P̄ ( )Δ, x, ν ⇒ x 是式（2）的一阶稳定点，

其中 ξ̄ ( )Δ, x, ν 如式（11-b）所定义。采用文献［25］中的方式，称 ξ̄ ( )Δmin, x, ν 为最优度量。下面的引理表明，

可以用 ξ ( )Δmin, x, ν 来估计最优度量 ξ̄ ( )Δmin, x, ν ，这也是算法 1 中步骤 3 停机准则的选择依据。
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引理 4　设 ε > 0，Δ ≥ Δmin， g ( )x - ∇f ( )x ≤ ε
Δ

，则

ξ ( )Δ, x, ν < ε ⇒ ξ̄ ( )Δmin, x, ν < 2ε

证明　由 g ( )x - ∇f ( )x ≤ ε
Δ

有 |
|

|
| ( )g ( )x - ∇f ( )x

T
s ≤  g ( )x - ∇f ( )x  s ≤ ε,∀s ∈ ΔB，于是

f ( )x + g ( )x T s - ε + 1
2ν

 s 2 + ψ ( )s, x + χ ( )s, Δ ≤ f ( )x + ∇f ( )x T s + 1
2ν

 s 2 + ψ ( )s, x + χ ( )s, Δ
                                                                                             ≤ f ( )x + g ( )x T s + ε + 1

2ν
 s 2 + ψ ( )s, x + χ ( )s, Δ

对上式取“min”，再结合式（10-a）得 || p ( )Δ, x, ν - p̄ ( )Δ, x, ν ≤ ε，从而有

|| ξ ( )Δ, x, ν - ξ̄ ( )Δ, x, ν = || p ( )Δ, x, ν - p̄ ( )Δ, x, ν ≤ ε

所以 ξ ( )Δ, x, ν < ε ⇒ ξ̄ ( )Δ, x, ν < 2ε，又由引理 3 中的结论（2），引理 4 的结论成立。

下面分析算法的迭代复杂度，为此设算法 1 迭代 k ( )ε 次后满足终止条件

ξ ( )Δk , xk, νk < ε （15）
并令

S: = { }k ∈ ℕ| ρk ≥ η1

S ( )ε : = { }k ∈ S | k < k ( )ε

U ( )ε : = { }k ∈ ℕ| k ∉ S, k < k ( )ε

其中 S，S ( )ε ，U ( )ε 分别代表算法 1 产生的所有成功迭代的集合，算法 1 并未达到式（15）之前产生的所有成

功迭代的集合以及算法 1 并未达到式（15）之前产生的所有失败迭代的集合。假设函数 f + h 有下界，

记为( )f + h
low

.
引理 5　设算法 1 中参数 νk ≥ νmin > 0，则有

|| S ( )ε ≤ ( )f + h ( )x0 - ( )f + h
low

η1 kmdc ε
= O ( )ε-1 （16）

||U ( )ε ≤ log γ2( )Δmin
Δ0

+ || S ( )ε || log γ2( )γ4 = O ( )ε-1 （17）
证明　设 k ∈ S ( )ε ，则 ρk ≥ η1. 结合 ρk 的定义有

f ( )xk + h ( )xk - f ( )xk+1 - h ( )xk+1 = f ( )xk + h ( )xk - f ( )xk + sk - h ( )xk + sk

                                                                                      ≥ η1 ( )mk ( )0, xk - mk ( )sk, xk ≥ η1 kmdc ξ ( )Δk, xk, νk ≥ η1 kmdc ε

对上述不等式中所有的 k ∈ S ( )ε 求和得

( )f + h ( )x0 - ( )f + h
low

≥ ∑
k ∈ S (ε )

( )f + h ( )xk - ( )f + h ( )xk + 1 ≥ || S (ε ) η1 kmdc ε

即式（16）成立。

由算法 1 的定义，每次失败迭代信赖域半径至少减少至当前半径的 γ2 倍，即 Δk + 1 ≤ γ2 Δk；每次成功迭代

信赖域半径总小于当前半径的 γ4 倍，即 Δk + 1 ≤ γ4 Δk. 因为算法在第 k ( )ε 次迭代第一次满足条件式（15），结合

引理 3 中的结论（1），对前 k ( )ε - 1 次迭代有

Δmin ≤ Δk ( )ε - 1 ≤ Δ0 γ ||U ( )ε
2 γ || S ( )ε

4

对上式两边取对数（注意 0 < γ2 < 1）得式（17）。

最后，在以下定理中给出算法 1 的迭代复杂度。

定理 1　设引理 5 中条件均满足，则算法 1 有限步终止且迭代次数 N 有以下估计

N = || S ( )ε + ||U ( )ε = O ( )ε-1
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An Inexact Trust Region Algorithm for Nonsmooth Optimization
LI Zhi-yun，WANG Xiang-mei*，MA De-le

（College of Mathematics and Statistics，Guizhou University，Guiyang，Guizhou，550025，China）

Abstract：Aravkin et al proposed the trust region algorithm （employing exact gradients of f） for solving the 
nonsmooth optimization problem min

x ∈ Rd
f ( )x + h ( )x  ，where f is a continuously differentiable function and h is a lower 

semicontinuous and prox-bounded proper function. In the case when f: = 1
n ∑

i = 1

n

fi （n is quite big，and each component fi 
is continuously differentiable），the efficient algorithm for solving such kind of large-scale separable nonsmooth 
optimization problem is studied. Combining the concepts of the inexact algorithm and the above trust-region 
algorithm，it is proposed that the inexact trust-region algorithm replaces the exact gradients with the inexact gradients 
for solving this nonsmooth problem. Comparing with the trust-region algorithm （employing the exact gradients of f），

the new algorithm can reduce the computational cost at each iteration. Under certain assumptions，the iteration 
complexity of this algorithm is established.

Keywords：Large-scale separable nonsmooth optimization；Inexact trust-region algorithm；Proximal gradient 
method
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