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摘　要：文章研究了具有非局部条件的 Hilfer-Katugampola 型隐式分数阶模糊问题。通过使用 Schauder 不动点定理和 Banach 压缩映

射原理，给出了问题解的存在唯一性条件。
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分数阶微积分是一门历史悠久的研究课题。如今，分数阶微分方程的概念在数学领域越来越受到关

注［1-3］，已应用于许多科学领域，如自动控制理论、随机过程、异常扩散等。尽管分数阶微分方程的应用相当

广泛，但它不能适用于所有系统。近年来，模糊分数阶微积分和模糊分数阶微分方程已成为重要的课题，因

为它们不仅为描述各种类型的材料和运动过程中的记忆和遗传特性提供了有价值的工具，而且还可以描述

物理、化学、生物、经济学以及工程系统等领域的不确定性、模糊性、不完整信息［4-6］。由于这些原因，模糊分

数阶积分和模糊分数阶微分作为一种新的数学方法应运而生［7-9］。除此之外，隐式分数阶模糊微分方程初值

问题也引起了学者的关注［10-11］。

2019 年，Van 等人［10］运用 Banach 不动点定理研究了如下隐式分数阶模糊微分方程初值问题
*Dα

a+u ( )t = f ( )t,u ( )t , *Dα
a+u ( )t

解的存在唯一性，其中 α ∈ ( )0,1 ,0 < a < t ≤ b, *Dα
a+u ( )t（Caputo 型、Riemann-Liouville 型、Hadamrd 型）是模糊

分数阶导数，f:[ ]a,b × E × E → E 是连续模糊函数。

2020 年，Chen 等人［12］利用逐次逼近法研究了下列模糊 Hilfer-Katugampola 分数阶微分方程在非局部条

件下解的存在唯一性

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

( ρDα, β
a+ x ) ( )t = f ( )t, x ( )t ,                        t ∈  J = [ ]a,b

 ( ρI 1 - γ
a+ x ) ( )a = x0 = ∑

i = 1

m

Ci x ( ti ),           γ = α + β (1 - α )
其中 ρI 1 - γ

a+ , ρDα, β
a+ 是 Hilfer-Katugampola 型分数阶积分和导数，x ∈ R，0 < α < 1，0 ≤ β ≤ 1，γ = α + β ( )1 - α 且

ρ > 0，f: [ ]a, b × E → E 是模糊函数，ti( )i = 1,⋯,m 满足a < t1 ≤ t2 ≤ ⋯ ≤ tm < b 且 c 为实数，x0 ∈ R，E 是 R 上

的模糊数空间。
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2022 年，席艳丽等人［11］运用幂压缩映射原理，研究了下列 Caputo-Katugampola 型隐式分数阶模糊微分方

程初值问题

ì
í
î

ïï
ïï

C Dα, p
a+ u ( )t = f ( )t, u ( )t , C Dα, p

a+ u ( )t
u ( )a = u0

解的唯一性，其中 α ∈ ( )0,1 ,0 < a < t ≤ b, p > 0 是给定的实数，CDα, p
a+ 是模糊 Caputo-Katugampola 分数阶广义

Hukuhara 导数，f:[ ]a, b × E × E → E 是一个模糊函数，E 是模糊数空间。

虽然现有的关于分数阶模糊微分方程初值问题的研究相当广泛，但对于隐式分数阶模糊微分方程解的

研究结果较少。考虑如下 Hilfer-Katugampola 型隐式分数阶模糊微分方程非局部问题

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

ρDα, β
a+ u ( )t = f ( )t,u ( )t , ρDα, β

a+  u ( )t ,                  t ∈ (a, ]b

ρI 1 - γ
a+ u ( )a = ∑

i = 1

m

Ci u ( ti ),                                   γ = α + β (1 - α ) （1）

其中 u:[ ]a, b → E, ρ > 0, α ∈ ( )0,1 , β ∈ [ ]0,1 , ρI 1 - γ
a+ , ρDα, β

a+ 是 Hilfer-Katugampola 型模糊分数阶积分和导数，

f:[ ]a,b × E × E → E 是连续模糊函数，ti( )i = 1,⋯, m 满足a < t1 ≤ t2 ≤ ⋯ ≤ tm < b 且 c 为实数，E 是 R 上的模

糊数空间。

文章的目标是在非局部条件下构造 Hilfer-Katugampola 型隐式分数阶模糊微分方程的等价积分形式，并

利用 Schauder 不动点定理和 Banach 压缩映射原理，证明解的存在唯一性。

1 预备知识

用 E 表示 R 上所有模糊数的空间。

设 c ∈ R,1 ≤ p ≤ ∞, 令 X p
c ( )a,b 表示所有在区间[ ]a,b 上复值 Lebesgue 可测函数 f 的空间，其中

 f
X p

c

< ∞
且其范数可表示为

 f
X p

c

= ( )∫
t0

T

|| tc f ( )t p dt
t

1
p < ∞

定义 1［13］ 设 E = { }u|u:R → [ ]0,1 为 R 上所有模糊数空间，即满足：

（1）u 是正规的模糊集，即 ∃t0 ∈ R，使得 u ( )t0 = 1；

（2）u 在 R 上是上半连续的，即对 ∀t0 ∈ R，有 u ( )t0 ≥ lim
t → t+0

u ( )t ；

（3）u 是凸的，即对 ∀t1,t2 ∈ R,λ ∈ ( )0,1 , 有 u ( )λt1 + ( )1 - λ t2 ≥ min{ }u ( )t1 ,u ( )t2 ；

（4）[ ]u 0 = suppu = - -- -- -- -- -- -- ----- -- -- -- --
{ }t ∈ R|u ( )t > 0 是紧的。

定义 2［14］ 对于 r ∈ (0, ]1 ，定义 u 的 r -水平集为

[ ]u r = { }t ∈ R|u ( )t ≥ r ≔ [ -u ( r ),ū ( r ) ]
其中-u ,-u 分别表示模糊集 u ∈ E 的上分支和下分支。u 的 r -水平集的直径定义为 d ( )[ ]u r = ū ( r ) - -u ( r ).

定义 3［15］ 距离 D0[ ]u1,u2 定义为

D0[ ]u1,u2 = sup
0 ≤ r ≤ 1

H ( )[ ]u1
r,[ ]u2

r ,     ∀u1,u2 ∈ E

其中 H ( )[ ]u1
r,[ ]u2

r = max{ }|| -u 1( )r - -u 2( )r , || -u 1( )r - -u 2( )r 是[ ]u1
r
和[ ]u2

r
之间的距离，D0 是 Hausdorff 度量。

E 具有上述定义的一个完备度量空间（参见文献［16］）。E 中的范数定义为： u = D0[ ]u,0̂ 和  u1 - u2 =
D0[ ]u1,u2 ,∀u,u1,u2 ∈ E.

定义 4［15-16］ 将 E 中的求和和标量乘法定义为
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[ ]u1 + u2
r = [ ]u1

r + [ ]u2
r = { }x1 + x2|x1 ∈ [ ]u1

r, x2 ∈ [ ]u2
r

[ ]k·u1
r = k[ ]u1

r = { }kx|x ∈ [ ]u r ,∀r ∈ [ ]0,1
如果 u1，u2，u3，u4，u ∈ E，k1 ≥ 0，k2 ≥ 0，k ∈ R，那么

（1）u1 + ( )u2 + u3 = ( )u1 + u2 + u3, ( )k1 + k2 u1 = k1u1 + k2u1, k ( )u1 + u2 = ku1 + ku2 ;
（2）D 0[ ]u1 + u3,u2 + u3 = D 0[ ]u1,u2 , D 0[ ]u1,u3 ≤ D 0[ ]u1,u2 + D 0[ ]u2,u3 , D 0[u1 + u2,u3 ]+u4 ≤ D 0[ ]u1,u3 +

D0[ ]u2,u4 ；

（3）D0[ ]u1 + u2,0̂ ≤ D0[ ]u1,0̂ + D0[ ]u2,0̂ ，D0[ ]ku1,ku2 = |k|D0[ ]u1,u2 ；

（4）D0[ ]k1u,k2u = |k1 - k2|D0[ ]u,0̂ .
其中 0̂ ∈ E.

定义 5［17］（Hukuhara 差分） 设 u1,u2 ∈ E，若 ∃u3 ∈ E, 使得 u1 = u2 + u3，则称 u3 为 u1 和 u2 的 Hukuhara 差

分，记为 u1 ⊝ u2.
注 1 u1 ⊝ u2 ≠ u1 + ( )-1 u2.
注 2 当 λ1,λ2 ∈ R+ 且 u ∈ E，如果 λ1 > λ2，则 λ1u ⊝ λ2u = ( )λ1 - λ2 u.
引理 1［18］ ∀u1,u2,u3 ∈ E，有

D0[ ]u1 ⊝ ( )-1 u2,0̂ ≤ D0[ ]u1,0̂ + D0[ ]u2,0̂
D0[ ]u1 ⊝ ( )-1 u2,u1 ⊝ ( )-1 u3 = D0[ ]u2,u3

定义 6［19］（广义 Hukuhara 差分） 两个模糊数 u1,u2 ∈ E 的广义 Hukuhara 差分（简称 gH 差分）定义如下

u1 ⊝ gHu2 = u3 ⇔ ì
í
î

( )i           u1 = u2 + u3
( )ii u2 = u1 + ( )-1 u3

定义 7［20］ 令模糊函数 u:[ ]a,b → E，如果函数 t ↦ d ( )[ ]u ( )t r
在[ ]a,b 上不减的（或不增的），则 u 在[ ]a,b

上是 d-递增的（或 d-递减的），如果 u 在[ ]a,b 上是 d-递增的或 d-递减的，则 u 在[ ]a,b 上是 d-单调。

定义 8［20］ 模糊函数 u 在 t0 处的广义 Hukuhara 导数定义如下

u'gH( )t0 = lim
h → 0

u ( )t0 + h ⊝ gHu ( )t0
h

如果 u'gH ( t0 ) ∈ E，称模糊数 u 在 t0 处是广义 Hukuhara 可微（gH-可微）。记 C ( )[ ]a, b ,E 为从[ ]a, b 到 E 的所

有连续模糊函数的空间，其赋予度量：D[ ]a,b [ ]u,0̂ = sup
t ∈ [ ]a, b

D0[ ]u ( )t ,0̂ ，AC ( )[ ]a,b ,E 为区间[ ]a,b 上所有绝对连续模

糊函数的集合，其值在 E中，L ( )[ ]a,b ,E 是使得函数 t ↦ D0[ ]u ( )t ,0̂ 属于 L1[ ]a, b 的所有模糊函数 u:[ ]a,b → E构

成的集合。令 γ ∈ ( )0, 1 ，记 C1 - γ[ ]a,b 表示由 C1 - γ( )[ ]a, b ,E  = ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïï
ïï

f:(a, b → E:( )tρ - aρ

ρ

1 - γ

f ( t ) ∈ C ( )[ ]a, b ,E

定义的连续函数空间，其距离为 D1 - γ
[ ]a, b [ ]u,0̂ = sup

t ∈ [ ]a, b
D0

é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )tρ - aρ

ρ

1 - γ

u ( )t ,0̂ .
定义 9［8］ 令-∞ < a < t < ∞，则 Katugampola 分数阶积分定义为

( ρI α
a+u ) ( )t = ρ1 - α

Γ ( )α ∫
a

t sρ - 1

( )tρ - sρ 1 - α u ( )s ds

其中 α > 0, ρ > 0，u ∈ X p
c ( )a, b .

定义 10［21］ 令 0 ≤ a < t < ∞，n = [ ]α + 1，则 Katugampola 分数阶导数定义为
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( ρDα
a+u ) ( )t = ( )t1 - ρ d

dt

n

( )ρI n - α
a+ u ( )t = ρα - n + 1

Γ ( )n - α ( )t1 - ρ d
dt

n∫
a

t sρ - 1

( )tρ - sρ α - n + 1 u ( )s ds

令 u ∈ L ( )[ ]a,b , E ，则 α 阶模糊 Katugampola 分数阶积分定义为

( ρI α
a+u ) ( )t = ρ1 - α

Γ ( )α ∫
a

t sρ - 1

( )tρ - sρ 1 - α u ( )s ds,   t ≥ a

定义 11［12］ 令 α 和 β 满足 n - 1 < α ≤ n，0 ≤ β ≤ 1，n ∈ N. 如果对于 t ∈ [ ]a, b ，gH-导数 u'( )1 - α , ρ ( t ) 存在，

则关于模糊函数 u ∈ C1 - γ[ ][ ]a,b ,E 的模糊 Hilfer-Katugampola 广义 Hukuhara 分数阶导数（Hilfer-Katugampola 
gH-分数阶导数）定义为

( ρDα, β
a+ u ) ( )t = ( )ρI β ( )1 - α

a+ ( )sρ - 1 d
ds

ρI ( )1 - β ( )1 - α
a+ u ( )t = ( )ρI β ( )1 - α

a+ δρ
ρI ( )1 - β ( )1 - α

a+ u ( )t

其中 δρ = ( )sρ - 1 d
ds ,u( )1 - α , ρ ( t ) = ρI ( )1 - α

a+ u ( )t ，t ≥ a，ρ > 0.
引理 2［12］ 如果 u ∈ AC ( )( ]a, b , E 是 d-单调模糊函数，t ∈ (a, ]b ，α ∈ ( )0,1 ，设 u( )1 - α , ρ( )t = ρI ( )1 - α

a+ u ( )t 在

(a, ]b 上 d -递增的，则

( )ρI α
a+

ρDα, β
a+ u ( )t = u ( )t ⊝ gH

∑
i = 1

m

Ci u ( ti )
Γ ( )γ ( )tρ - aρ

ρ

γ - 1

( ρDα, β
a+

ρI α
a+u ) ( )t = u ( )t

引理 3［1］（Schauder 不动点定理）设 B 为 Banach 空间，S 为 B 的闭凸子集，如果  T:S → S 是一个映射，使

得集合{ }Tx:x ∈ S 在 B 中是相对紧的，则 T 至少有一个不动点 x* ∈ S，使得 Tx* = x*.
引理 4［1］（Banach 压缩映射原理） 设 ( )B, d 是一个完备的度量空间，T:B → B 为压缩映射，则 T 在 B 中

存在唯一的不动点，即 Tx = x.
2 存在唯一性

在本节中，研究问题（1）解的存在唯一性，为此需要引入下列引理和假设。

首先基于引理 2，得到如下引理。

引理 5 令 γ = α + β (1 - α )，其中 0 < α < 1, 0 ≤ β ≤ 1, 且 ρ > 0，对 ∀u ∈ E 令 f:(a, ]b × E → E 是一个模

糊函数使得 t ↦ f ( )t, u 属于 C1 - γ( )[ ]a, b , E . 设 d-单调模糊函数 u ∈ C ( )( ]a, b , E 是问题（1）的解并且模糊函数

t ↦ ρI 1 - γ
a+ f ( )t,u ( )t , ρDα, β

a+ u ( )t 在(a, ]b 上 d-递增，则式（1）等价于

u ( )t  ⊝gH

∑
i = 1

m

Ci u ( ti ) 
Γ ( )γ ( )tρ - aρ

ρ

γ - 1
= ρ1 - α

Γ ( )α ∫
a

t s ρ - 1

( )tρ - sρ 1 - α f ( )s,u ( )s , ρDα, β
a+ u ( )s ds,   t ∈  [ ]a, b （2）

注 3 引理 5 的证明类似于文献 ［12］中引理 3.1 的证明。

注 4 根据文献［22］中第三部分的结果可以得到

（i）如果函数 u ∈ C ( )( ]a,b ,E 在[ ]a,b 上 ∀r ∈ [ ]0,1 是 d-递增的，则式（2）等价于

u ( )t = ∑
i = 1

m

Ci u ( ti ) 
Γ ( )γ ( )tρ - aρ

ρ

γ - 1
+ ρ1 - α

Γ ( )α ∫
a

t sρ - 1

( )tρ - sρ 1 - α f ( )s,u ( )s , ρDα, β
a+ u ( )s ds, t ∈  [ ]a, b

（ii）如果函数 u ∈ C ( )( ]a,b ,E 在[ ]a,b 上 ∀r ∈ [ ]0,1 是 d-递减的，则式（2）等价于
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u ( )t = ∑
i = 1

m

Ci u ( )ti

Γ ( )γ ( )tρ - aρ

ρ

γ - 1
⊝ ( )-1 ρ1 - α

Γ ( )α ∫
a

t sρ - 1

( )tρ - sρ 1 - α f ( )s,u ( )s , ρDα, β
a+ u ( )s ds ，t ∈ [ ]a,b

下面，研究问题（1）在第（i）种情况下的解的存在唯一性，第（ii）中情况的证明与前一种情况完全相似，故

不再赘述。

进 一 步 记 BC ( )[ ]a,b ,E 表 示 从 [ ]a,b 到 E 的 所 有 有 界 连 续 函 数 构 成 的 空 间 ，BC1 - γ( )[ ]a,b ,E 表 示 由

C1 - γ( )[ ]a,b ,E 定 义 的 所 有 有 界 连 续 函 数 构 成 的 空 间 。 B ( )u0,r = { }v ∈ E|D1 - γ[ ]v,u0 ≤ r . 设 f: [ ]a,b × E ×
E → E，有下列假设：

（H1）对于 z,ω ∈ BC ( )[ ]a,b ,E ,t ∈  [ ]a,b ，函数 z: ↦ f ( )t, z, ω 和 ω: ↦ f ( )t, z, ω 在 BC ([a, )]b , E 上连续；

（H2）存在一个常数 M > 0 使得 ∀t ∈  [ ]a,b 和 ∀z,ω ∈ E,D0[ ]f ( )t, z, ω ,0̂ ≤ M ;
（H3）存 在 连 续 实 值 函 数 g:[ ]a,b → R+ 和 常 数 L ∈ ( 0,1)，使 得 对 ∀t ∈  [ ]a,b 和 ∀z1, z2, ω1, ω2 ∈ E 有

 D0[ ]f ( )t, z1, ω1 , f ( )t, z2, ω2 ≤ g ( )t D0[ ]z1, z2 + LD0[ ]ω1, ω2 .

定理 1（存在性） 若假设条件（H1）（H2）成立，且
∑
i = 1

m

Ci

Γ ( )γ ( )bρ - aρ

ρ

γ - 1
< 1，则问题（1）在 C1 - γ( )[ ]a,b ,E 中

至少有一个解。

证明 首先定义映射 F:BC1 - γ( )[ ]a,b ,E → BC1 - γ( )[ ]a,b ,E 如下

( )Fu ( )t = ∑
i = 1

m

Ci u ( )ti

Γ ( )γ ( )tρ - aρ

ρ

γ - 1
+ ρ1 - α

Γ ( )α ∫
a

t sρ - 1

( )tρ - sρ 1 - α f ( )s,u ( )s , ρDα, β
a+ u ( )s ds，t ∈ [ ]a,b

由 引 理 5 可 知 ，问 题（1）至 少 有 一 个 解 u 当 且 仅 当 u ∈ C1 - γ( )[ ]a,b ,E 满 足  ( )Fu ( )t . 因 此 如 果 F 在

C1 - γ( )[ ]a,b ,E 中有一个不动点，那么问题（1）至少有一个解。

令 Br = B ( )0̂,r = { }v ∈ BC1 - γ( )[ ]a,b ,E :D1 - γ
[ ]a,b [ ]v,0̂ ≤ r ，显然 Br 是 BC1 - γ( )[ ]a,b ,E 中的一个有界闭凸集，

由（H1）及（H2）, 对 ∀u ∈ Br,Fu 在[ ]a,b 上连续且有

D0
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú( )tρ - aρ

ρ

1 - γ

( )Fu ( )t ,0̂ = D0

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú∑
i = 1

m

Ci u ( )ti

Γ ( )γ
+ ( )tρ - aρ

ρ

1 - γ
ρ1 - α

Γ ( )α ∫
a

t sρ - 1
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由于
∑
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< 1, 一定存在常数 r 满足上述不等式 , 由此说明 F ( )Br ⊂ Br, 即 F 将 Br 映射到其

自身。接下来，由 Schauder 不动点定理来证明解的存在性。

第一步 证明映射 F 是连续的。

令{ }un 是一个序列，使得在 Br 中 un → u. 那么根据（H1）（H2），∀t ∈  [ ]a,b ，有
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由 于 当 n → ∞ 时 un → u, f 连 续 且 式（3）成 立 ，根 据 Lebesgue 控 制 收 敛 定 理 可 知 ，当 n → ∞ 时

D1 - γ
[ ]a,b [ ]Fun,Fu → 0, 因此 F 在 Br 中是连续的。

第二步 证明 F ( )Br 在[ ]a,b 上一致有界且等度连续。

由于 F ( )Br ⊂ Br 且 Br 有界，因此可以得出 F ( )Br 是一致有界的。另外，令 t1,t2 ∈ [a, ]b ,u ∈ Br，有
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上述不等式的右侧与 u ( )t ∈ Br 无关，并且当 t1 → t2 时，趋近于 0，所以 F ( )Br 是等度连续的。综上所述，

由 Arzela-Ascoli 定理可以得出 F ( )Br 是相对紧的。那么根据 Schauder 不动点定理可以得出 F 至少有一个不

动点，它是问题（1）的解。
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证明 假设映射 F:BC1 - γ( )[ ]a,b ,E → BC1 - γ( )[ ]a,b ,E ，由定理 1 可知 F 至少有一个不动点，它是问题（1）
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≤ ∑
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即 D1 - γ
[ ]a,b [ ]Fu,Fv ≤ kD1 - γ

[ ]a,b [ ]u,v . 由于 k < 1，可得出 F 是压缩映射。因此由引理 4 可知映射 F 存在唯一的

不动点 u，此不动点即为问题（1）在区间[ ]a,b 上的唯一解。

3 案例

在本节中，将通过以下案例来说明主要结果，考虑模糊问题
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2 ,                                                           γ = α + β (1 - α )

（6）

其 中 α = 1
3 ，β = 1
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1
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令 g ( )t = 10-2 log10 t，L = 1

2
，则 f 满足假设（H3）. 另外，通过计算可得 k ≈ 0.2886 < 1，由定理 2，问题（6）存在唯

一解。

4 结论

文章主要研究了 Hilfer-Katugampola 型隐式分数阶模糊微分方程非局部问题解的存在唯一性。此外，还

得到了 Hilfer-Katugampola 型隐式分数阶模糊微分方程的等价积分形式。一般来说，求得大多数模糊分数阶

微分方程的解析解并不容易。因此，未来发展一些可靠、有效的技术来求解 Hilfer-Katugampola 分数阶导数

下的隐式分数阶模糊微分方程至关重要。
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Existence and Uniqueness of Solutions for Hilfer-Katugampola 
Type Fuzzy Implicit Fractional Differantial Equations

PALIDAN·Wusiman，GU Hai-bo*

（College of Mathematical Sciences，Xinjiang Normal University，Urumqi，Xinjiang，830017，China）

Abstract：In this paper，the Hilfer-Katugampola type implicit fractional order fuzzy problem with non-local 
conditions is studied. By using Schauder's fixed point theorem and Banach contraction principle，the exictence and 
uniqueness conditions of solutions are given.

Keywords：Fuzzy differential equations；Hilfer-Katugampola fractional derivative；Fixed point theorem；

Existence and uniqueness of the solution
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