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摘　要：假设 G 是一个简单连通图，其顶点集 V (G ) = { v1,v2,⋯,vn }. 图 G 的邻接矩阵表示为 A ( )G = ( )aij n × n，其中如果两个顶点  vi 和  vj

在图 G 中相邻，则  aij = 1；否则  aij = 0. 由于 A ( )G 是一个实对称矩阵，所以其特征值可以排列为 λ1 ( )G  ≥  λ2 ( )G  ≥ ⋯ ≥ λn ( )G ，A ( )G 的特征值也

是图 G 的特征值。文章首先给出图的三个图变换，然后应用其确定存在两个有 n ≥ 12 个顶点的连通图，其最小特征值可以达到所有单圈图的

补图中最小，这修改了文献［9］中的主要结果。
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简单连通图的最小特征值已经被广泛研究。Ye 等人给出了给定连通度的最小特征值达到最小的图［1］。

Hong 等人给出了平面图最小特征值的下界［2］。Liu 等人确定了给定悬挂点数的最小特征值达到最小的图［3］。

Wang 等人描述了带有割边的最小特征值达到最小的图［4］。

假定图 G = (V (G ), E (G ) ) 的补图表示为 Gc = (V (Gc ), E (Gc ) )，其中 V (Gc ) = V (G ) 和 E (Gc ) = { xy:x,y ∈ V (G ),
xy ∉ E (G ) }. Li 等人给出了树的补图中最小无符号拉普拉斯特征值达到最小的图［5］。Yu 等人得到了唯一的

连通图，其最小无符号拉普拉斯特征值在所有单圈图的补图中达到最小值［6］。Jiang 等人确定了只有两个悬

挂点的图中补图的最小特征值达到最小的图［7］。Fan 等人给出了所有树的补图中最小特征值达到最小

的图［8］。

用 K1,n-1 表示有 n个顶点的星图，K1, n-1 + e表示从星图 K1, n-1 上通过连接一对悬挂点得到的图，由于 K1, n-1 + e

的补集 ( K1,n-1 + e ) c 包含一个孤立的顶点，因此它不是连通图。如果 | |V (G ) = | |E (G ) ，则 G 是单圈图。如果任

意单圈图的阶数大于或等于 12，则其补图是非二部图。

文章首先给出图的三个图变换，然后应用其确定存在两个有 n ≥ 12 个顶点的连通图，其最小特征值可

以达到所有单圈图的补图中最小。但文献［9］断言，带有 n ≥ 20 个顶点的图存在唯一的连通图，其最小特征

值在所有单圈图的补图中最小。文章修改了文献［9］中的主要结果，通过计算表明文献［9］中的主要结果并

不完全正确。

1 预备知识

假 设 G 是 顶 点 集 为 V (G ) = { v1,v2,⋯,vn } 的 图 ，并 设 X = ( Xv1 , Xv2 ,⋯, Xvn
)T 为 单 位 向 量 ，使 得 Xvi

= X ( vi )
(1 ≤ i ≤ n ). 对于每个顶点 vi ∈ V (G )，有

      λ(G ) Xvi
= ∑

vj ∈ NG ( vi )
Xvj

 （1）
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其中 NG ( vi )表示图 G 中点 vi 的邻点集。方程（1）称为 G 的特征方程。

用 Gc 表示图 G 的补图。设 Cc
n (n ≥ 12) 表示所有连通单圈图的补图的集合。显然，K1,n-1 + e 的补集不在

Cc
n (n ≥ 12) 中。

如果两个图 G 和 H 同构，则表示为 G ≅ H. 通过交错定理，可以知道如果图 G 至少包含一条边，那么

λn (G ) ≤ -1 当且仅当 G ≅ K1, n-1. λn (G ) 对应的单位特征向量称为图 G 的最小特征向量。

引理 1 设 Gc ∈ Cc
n 且 X = ( Xv1 ,Xv2 ,⋯,Xvn

)T 为 Gc 的最小特征向量。那么 X 至少包含两个正项和负项。

证明（反证法） 若 v ∈ V (G ) \ { w }，则 xw > 0 且 xv ≤ 0. 注意到 G ≠ K1, n-1. 那么存在一个点 u ∈ NG (w ) 使得

NG (u ) \ { w } ≠ ∅. 根据特征方程（1），可以知道

0 ≤ λn (Gc )Xu = ∑
v ∈ NGc (u )

Xv ≤ 0
由此可以得到对于每个点 v ∈ NGc (u )，都有 xu = 0 和 xv = 0. 再次根据特征方程 （1），还可以知道

λn (Gc )Xw = ∑
v̄ ∈ NGc (w )

Xv̄ = ∑
v͂ ∈ NG (u ) \ { w }

Xv͂ + ∑
v ∈ NGc (u )

Xv = ∑
v͂ ∈ NG (u ) \ { w }

Xv͂

通过上述方程和特征方程（1），对顶点 v' ∈ NG (u ) \ { w }，有

(1 + λn (Gc ) ) Xv' = Xv' + ∑
v͂ ∈ NG (u ) \ { v' }

Xv͂ = Xw + ∑
v͂ ∈ NG (u ) \ { w }

Xv͂ = (1 + λn (Gc ) ) Xw

注意到 λn (Gc ) < -1. 从上式可以确定 Xv' = Xw > 0. 这个矛盾表明 X 至少包含两个正项。

由于-X 也是 Gc 的最小特征向量，可以类似地证明 X 至少包含两个负项。

假设 G 是一个顶点集为 V (G ) = { v1, v2, ⋯, vn }的图，令 X = ( Xv1 , Xv2 ,⋯, Xvn
)为单位向量，使得 Xvi

= X ( vi )
(1 ≤ i ≤ n )，那么有 

XT A(G ) X = 2 ∑
vi vj ∈ E (G )

Xvi
Xvj

（2）
设 V +

G = { v ∈ V (G ):Xv ≥ 0 }且 V -
G = { v ∈ V (G ):Xv < 0 }. 分别用 G+ 和 G- 表示由 V +

G 和 V -
G 导出的图 G 的子图。

假设 H+ 是 G+ 至少有三个顶点的连通分支，令 Xu' 为 H+ 所有顶点中的最大分量。如果 H+ 中存在与 u' 不

相邻的顶点 v，而 v' 是 H+ 中 v 和 u' 的公共邻点，则删除边 vv' 并添加新边 vu'，上述过程称为 H+ 的 T1 - 变换。

下面对图 H+ 进行一些 T1 - 变换，将图 H+ 变换为图 H̄+，其中若 H+ 包含一个圈，则 H̄+ ≅ K1，t+e；否则 H̄+ ≅ K1，t

( t = ||V ( H+ ) - 1). 考虑-X，可以类似地定义 H- 的 T1 -变换。

如果 uw 是 G 的一条边且 u ∈ V (G+ )，w ∈ V (G- )，那么 uw 称为 G 的相对边。假定 uw 是 G 的相对边。如果

存在一个顶点 v ∈ V+ ⋂ (N (u ) \ { w })，那么删除边 wv 并添加边 vu，但如果存在顶点 v ∈ V- ⋂ (N (u ) \ { w })，则删

除边 uv 并添加边 vw. 上述过程称为 G 的 T2 -变换。

令 u" 和 w" 分别为 V +
G 和 V -

G 的顶点，使得 Xu" ≥ Xv（对于 v ∈ V +
G）和 Xw" ≤ Xv（对于 v ∈ V -

G）. 假定 uw 是 G 的割

边，使得 u ∈ V +
G 且 w ∈ V -

G. 如果 u 和 u" 不在 G - uw 的同一分支中，则删除边 uw 并添加边 uu"；否则添加边

ww". 上述过程称为 G 的 T3 -变换。

备注 1 显然，如果图 H 是由 G 通过变换 T1、T2 和 T3 之一得到的，那么 ∑
vi vj ∈ E (G )

Xvi
Xvj

≤ ∑
vi vj ∈ E (H )

Xvi
Xvj

.
接下来将使用上述三个变换来确定单圈图的补图中最小特征值达到最小的图。

引理 2 令图 G1 和图 G2 如图 1 所示。给定一个图 Gc ∈ Cc
n (n ≥ 12)，那么 λn (Gc ) ≥ max { λn (G c1 ),λn (G c2 ) }.

证明 如果 G ∈ { G1,G2 }，则结果显然成立。接下来假设 G ∉ { G1,G2 }，假定 X = ( Xv1 , Xv2 , ⋯, Xvn
)T 为 Gc 的单

位最小特征向量。假设 G 中包含的 l 阶的圈 Cl . 现在分两种情况来讨论 G. 
情况 1 对于每个顶点 v ∈ V (Cl )，有 Xv ≥ 0（或 Xv ≤ 0）. 
假设 l ≥ 4，令 Xu' 为 Cl 所有顶点中的最大分量。然后对 Cl 进行一些 T1 变换，得到包含圈 C3 的结果图 F，

并且有
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∑
vi vj ∈ E (G )

Xvi
Xvj

≤ ∑
vi vj ∈ E (F )

Xvi
Xvj

（3）
如果 F ∈ { G1,G2 }，则结果显然；否则，根据引理 1，可以找到 F 的相对边 uw，其中 u ∈ V +

F，w ∈ V -
F. 对 F 进行

一些 T2 变换，得到结果图 F̄，其包含的对边比 F 少。这种情况下有

∑
vi vj ∈ E (F )

Xvi
Xvj

≤ ∑
vi vj ∈ E ( F̄ )

Xvi
Xvj

（4）
如果

-F 至少包含两条相对边，则令 u" 和 w" 分别为 V +
-F 和 V -

-F 中的顶点，使得 Xu" ≥ Xv（对于 V +
-F）和 Xw" ≤ Xv

（对于 V -
-F）. 对-F 进行一些 T3 变换，直到结果图 F͂ 恰好包含一条相对边 u0 w0. 可以得到

∑
vi vj ∈ E ( -F )

Xvi
Xvj

≤ ∑
vi vj ∈ E ( F͂ )

Xvi
Xvj

（5）
如果 F͂ ∉ { G1,G2 }，令 Xû 和 Xŵ 分别为 F͂+ 和 F͂- 的所有顶点中的最大分量。对 F͂+ 和 F͂- 进行一些 T1 -变换，将

F͂+ 和 F͂- 分别变换为 K1, p+e 和 K1, q. 也就是说，将 F͂ 变换为图 2 所示的 G3、G4 和 G5 之一。

G3 G4 G5

u0 u0 u0

w0w0w0

图 2 G3图、G4图和 G5图

因此，可以选择一些 Gs ( s = 3, 4, 5)，使得

∑
vi vj ∈ E ( F͂ )

Xvi
Xvj

≤ ∑
vi vj ∈ E (Gs )

Xvi
Xvj

（6）
设 u͂ ∈ V +

Gs
和 w͂ ∈ V -

Gs
分别满足 Xu͂ ≤ Xv（对于 v ∈ V +

Gs
）和 Xw͂ ≥ Xv（对于 v ∈ V -

Gs
）. 删除边 u0 w0，并添加边 u͂w͂，得

到结果图 G*，它与 G1 和 G2 之一同构，因此

∑
vi vj ∈ E (Gs )

Xvi
Xvj

≤ ∑
vi vj ∈ E (G* )

Xvi
Xvj

（7）
情况 2 圈 Cl 上有相对边。

如果存在一个顶点 v ∈ Cl，在 Cl 上有两个邻点 v' 和 v"，使得 Xv Xv' ≤ 0 和 Xv Xv" ≤ 0，那么对 Cl 进行 T2 - 变

换。重复上述过程，直到将 Cl 转换为 Cl'，其中每个顶点 v ∈ V (Cl' ) 至少有一个邻点 v' ∈ V (Cl' )，使得 Xv Xv' ≥ 0，

显然，l' < l. 如果对于每个 v ∈ V (Cl' )，有 Xv ≥ 0（或 Xv ≤ 0），则和情况 1 一样；否则继续观察圈 Cl' .
如果环 Cl' 上存在连续顶点 v1,v2,⋯,vk，使得对于任意 i 都有 k ≥ 3 和 Xvi

≥ 0（或 Xvi
≤ 0），则对由顶点

v1,v2,⋯,vk 导出的子图进行 T1 -变换。重复上述过程，直到将 Cl' 变换为 Cl"，其中每个顶点 v ∈ V (Cl" ) 恰好有一

个邻点 v' ∈ V (Cl" )，使得 Xv Xv' ≥ 0. 显然，l" < l'. 如果对于每个点 v ∈ V (Cl" )，有 Xv ≥ 0（或 Xv ≤ 0），则和情况 1
相同；否则可以观察到圈 Cl' 是由相对边和非相对边交替组成的，所以 l" 是偶数。

当 l" = 4 时，令圈 C4 = u1u2 w1 w2u1，其中 Xui
≥ 0 和 Xwi

≤ 0( i = 1,2). 令 Xu3 ≥ 0 为 u1 和 u2 的所有邻点中的最

大分量。如果点 u3 是 u1 的邻点，则删除边 u2 w1，并添加边 u2u3；否则删除边 u1 w2，并添加边 u1u3. 将 C4 转换为

C3，其中 Xv ≥ 0( v ∈ V (C3 ) )，因此和情况 1 一样。现在令 l" = 2m ≥ 6. 设 Xu1 和 Xus
分别为 V +

C2m
中的最大分量和第

二大分量且 C2m = u1u2 w1 w2⋯us-1us ws-1 ws⋯wm-1 wmu1，其中 ui ≥ 0 和 wi < 0(1 ≤ i ≤ m ). 如果 s = 2，令 Xuk
为 V +

C2m
中

G1 G1

V1

V1 V2 V4 V5 V6

V3 S
V7

V7

V3
V2

V4 V5 V6V1

t
t

S

图 1 G1图和 G2图
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的 第 三 大 分 量 。 删 除 边 u1 wm，并 添 加 边 u1uk，同 时 删 除 边 u2 w1，并 添 加 边 u2uk，将 C2m 转 换 为 C3，其 中

Xv ≥ 0( v ∈ V (C3 ) )，此时和情况 1 相同。接下来假设 s > 2. 删除边 u1 wm，并添加边 u1us，将 C2m 转换为循环 C2s-2. 
如果 Xu2 Xus

≤ Xu1 Xus-1 则删除边 u1u2，并添加边 u1us-1，否则删除边 usus-1，并添加边 usu2. 这次将 C2s-2 变换为 C3，其

中 Xv ≥ 0( v ∈ V (C3 ) ). 再次和情况 1 相同。

因此，通过方程（3）（4）（5）（6）和（7）有

∑
vi vj ∈ E (G )

Xvi
Xvj

≤ ∑
vi vj ∈ E (F )

Xvi
Xvj

≤ ∑
vi vj ∈ E ( -F )

Xvi
Xvj

≤ ∑
vi vj ∈ E ( F͂ )

Xvi
Xvj

≤ ∑
vi vj ∈ E (Gs )

Xvi
Xvj

≤ ∑
vi vj ∈ E (G* )

Xvi
Xvj

令 J 和 I 分别表示全 1 矩阵和 n 阶单位矩阵。结合上述不等式和式（2），由瑞利定理可以得到

λn (Gc ) = XT A(Gc )X = XT (J - I ) X + XT A(G ) X ≥ XT (J - I ) X + XT A(G* )X = XT A(G* )X ≥ λn (G* )
为了表达方便，将图 1 中的 G1 和 G2 分别写为 G1 ( s, t ) 和 G2 ( s, t ). 
引 理 3 令 s 和 t 为 两 个 正 整 数 ，使 得 s + t = n - 6(n ≥ 12) . 如 果 s > t ，则 有 λn (G c1 ( s, t ) ) >

λn (G c1 ( é
ê
êêêê ù

ú
úúúún - 6

2 , ê
ë
êêêê ú

û
úúúún - 6

2 ) ).

证明 只需要验证 λn (G c1 ( s,t ) ) > λn (G c1 ( é
ê
êêêê ù

ú
úúúún - 6

2 , ê
ë
êêêê ú

û
úúúún - 6

2 ) ). 假设 X = ( Xv1 , Xv2 ,⋯, Xvn
)T 是 G c1 ( s, t ) 的单位

最小特征向量，令 k1 = λn (G c1 ( s,t ) ) 且 Xvi
= Xi (1 ≤ i ≤ n ). 根据 G c1 ( s, t ) 的对称性和特征方程（1），有

ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

k1 X1 = sX3 + X4 + X5 + X6 + tX7
k1 X2 = X5 + X6 + tX7
k1 X3 = 2X1 + ( s - 1) X3 + X4 + X5 + X6 + tX7
k1 X4 = 2X1 + sX3 + X6 + tX7
k1 X5 = 2X1 + X2 + sX3 + tX7
k1 X6 = 2X1 + X2 + sX3 + X4
k1 X7 = 2X1 + X2 + sX3 + X4 + X5 + ( t - 1) X7

可以将上述方程转化为矩阵方程 (k1 I7 - A1 )X' = 0，其中 X' = ( X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7 )T 且

A1 ( s,t ) =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú

ú

ú
0 0 s 1 1 1 t
0 0 0 0 1 1 t
2 0 s - 1 1 1 1 t
2 0 s 0 0 1 t
2 1 s 0 0 0 t
2 1 s 1 0 0 0
2 1 s 1 1 0 t - 1

令 f1 ( x ; s, t ) = det ( xI7 - A1 ( s, t ) )，那么有

f1 ( x ; s, t ) = x7 - ( t - 2 + s) x6 - (6s + 6t + 8) x5 - (-2st + 10s + 6t + 22) x4 - (-7st - 10t + 10) x3

-(-4st - 10s - 12t - 10) x2 - (4st - 3s + t - 7) x - 2s - 2t

因此，可以得到

f1 ( x ; s, t ) - f1 ( x ; s - 1, t + 1) = -x ( x + 2) (2x - 1) (( s - t ) ( x + 2) + x ) （8）
通过计算能得到 f1 (-2 ; s, t ) = 10，因此 λn (G c1 ( s,t ) ) < -2. 通过方程（8）可知 f1 (λn (G c1 ( s, t ) ) ; s - 1, t + 1) > 0，

这表明 λn (G c1 ( s, t ) ) > λn (G c1 ( s - 1, t + 1) ). 
引理 4 令 s 和 t 为两个正整数，使得 s + t = n - 5(n ≥ 12). 如果 s > t，则有

λn (G c2 ( s, t ) ) > λn (G c2 ( é
ê
êêêê ù

ú
úúúún - 5

2 , ê
ë
êêêê ú

û
úúúún - 5

2 ) )
证明 只需证明 λn (G c2 ( s, t ) ) > λn (G c2 ( s - 1, t + 1) ). 假设 X = ( Xv1 , Xv2 , ⋯, Xvn

)T 是 G c2 ( s, t ) 的单位最小特征

向量。令 k2 = λn (G c2 ( s, t ) ) 和 Xvi
= Xi (1 ≤ i ≤ n ). 根据 G c2 ( s,t ) 的对称性和特征方程（1），有
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ì

í

î

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

k2 X1 = sX3 + X5 + X6 + tX7
k2 X2 = X5 + X6 + tX7
k2 X3 = X1 + ( s - 1) X3 + X4 + X5 + X6 + tX7
k2 X4 = sX3 + X6 + tX7
k2 X5 = X1 + X2 + sX3 + tX7
k2 X6 = X1 + X2 + sX3 + X4
k2 X7 = X1 + X2 + sX3 + X4 + X5 + ( t - 1) X7

可以将上述方程转化为矩阵方程 (k2 I7 - A2 )X' = 0，其中 X' = ( X1, X2, X3, X4, X5, X6, X7 )T 且

A2 ( s,t ) =

é

ë

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ê
êê
ê
ê

ê

ê

ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú

ú

ú

ú
úú
ú
ú

ú

ú

ú

ú

ú
0 0 s 0 1 1 t
0 0 0 0 1 1 t
1 0 s - 1 1 1 1 t
0 0 s 0 0 1 t
1 1 s 0 0 0 t
1 1 s 1 0 0 0
1 1 s 1 1 0 t - 1

令 f2 ( x ; s, t ) = det ( xI7 - A2 ( s, t ) )，那么有

f2 ( x ; s, t ) = x7 - ( t - 2 + s) x6 - (5s + 5t + 4) x5 - (-2st + 5s + 3t + 10) x4

-(-5st - 5s - 6t + 3) x3 - ( st - 6t - 3t - 4) x2 - (3st + s + 2t - 2) x + st - s
因此，可以得到

f2 ( x ; s, t ) - f2 ( x ; s - 1, t + 1) = -  ( x + 1) (2x - 1) (( s - t ) x2 + (2s - 2t - 2) x - s + t ) （9）
讨论得到 f2 (-3 ; s - 1, t + 1) = -344 + 114t + 2s + 28( s - 1) ( t + 1) > 0，因此 λn (G c2 ( s - 1，t + 1) ) < -3. 通

过方程（9）容易验证 f2 (λn (G c2 ( s - 1,t + 1) ) ; s,t ) < 0. 这表明 λn (G c2 ( s,t ) ) > λn (G c2 ( s - 1,t + 1) ).
2 主要结论

结合引理 2，引理 3 和引理 4，得到以下主要结果。

定理1 对于任意图Gc ∈ Cc
n (n ≥ 12)，有

λn (Gc ) ≥ max { λn (G c1 ( é
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等号成立当且仅当 G ≅ G1 ( é

ê
êêêê ù

ú
úúúún - 6

2 , ê
ë
êêêê ú

û
úúúún - 6

2 ) 或 G ≅ G2 ( é
ê
êêêê ù

ú
úúúún - 5

2 , ê
ë
êêêê ú

û
úúúún - 5

2 ).
结论 1 λn (G c1 (22,22) ) < λn (G c2 (23,22) ).
证明 令n = 50，可得f1 ( x ; 22,22) = x7 - 42x6 - 272x5 + 594x4 + 3598x3 + 2430x2 - 1885x - 88和f2 ( x ; 23,22) =

x7 - 43x6 - 229x5 + 821x4 + 2774x3 - 298x2 - 1583x + 483. 容易验证当x < 4.2时，f1 ( x ; 22,22) - f2 ( x ; 23,22) > 0 .
但 f2 (-4.2 ; 23,22) = 92025.63258 > 0，因此 λn (G c1 (22,22) ) < λn (G c2 (23,22) ).

结论 2 λn (G c1 (201,200) ) > λn (G c2 (201,201) ).
证明 令n = 407，可得f1 ( x ; 201,200) = x7 - 399x6 - 2414x5 + 77168x4 + 283390x3 + 165220x2 - 160390x - 802

和 f2 ( x ; 201,201) = x7 - 400x6 - 2014x5 + 79184x4 + 204213x3 - 38588x2 - 121804x + 40200. 容易验证当 x < -3
时 ， f1 ( x ; 201,200) - f2 ( x ; 201,201) < 0， 但 f2 (-3 ; 201,201) = 1154088 > 0， 因 此 λn (G c1 (201,200) ) >
λn (G c2 (201,201) ).

备注 2 结论 1 和结论 2 验证了最小特征值最小的单圈图的补图不是唯一的，即使其阶数大于 20. 因此，

文献［9］中的主要结果并不完全正确。
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The Graft Transformations and Their Applications on the 
Least Eigenvalues of Graphs

WANG Dong-yi，FENG Xiao-yun，ZHANG Wei-juan，WANG Guo-ping*

（School of Mathematical Sciences，Xinjiang Normal University，Urumqi，Xinjiang，830017，China）

Abstract：Suppose G is a connected simple graph with the vertex set V (G ) = { v1,v2,⋯,vn }. Then the adjacency 

matrix of G is A ( )G = ( )aij n × n，where  aij = 1 if  vi is adjacent to  vj，and otherwise aij = 0. Since A( )G  is real and 

symmetric，its eigenvalues can be arranged as λ1 ( )G  ≥  λ2 ( )G  ≥ ⋯ ≥ λn ( )G ，and the eigenvalues of A( )G  are also 

called the eigenvalues of G. In this paper we first give three graft transformations on the least eigenvalues of graphs 

are given and then as their applications two connected graphs on n ≥ 12 vertices whose least eigenvalues can be 

minimum among the complements of all unicyclic graphs are given，which modifies the main result in literature ［9］.

Keywords：Transformation；The least eigenvalue；Unicyclic graph；Complement of graph
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